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ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА, ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ ПАРАМИ КИЛЛИНГА 
Одной из важных проблем геометрии является задача об установлении связей между кри-
визной и топологической структурой многообразия. В общем случае задача исследования мно-
гообразий различных типов является достаточно сложной. Поэтому естественно рассматривать 
данную задачу в более узком классе многообразий, например в классе однородных многообра-
зий. В работе приведены результаты по исследованию трехмерных однородных пространств, 
локально определяемых парами Киллинга. Определены основные понятия – изотропно-точная 
пара, редуктивное пространство, каноническое разложение, симметрическое пространство, аф-
финная связность, тензоры кривизны и кручения, форма Киллинга, пара Киллинга. Локальное 
изучение однородных пространств равносильно исследованию пар, состоящих из алгебры Ли  
и ее подалгебры. Для каждого однородного пространства найдены в явном виде формы Киллин-
га, стандартные однородные псевдоримановы метрики, связности Леви-Чивита, тензоры кри-
визны, алгебры голономии, скалярные кривизны, тензоры Риччи, определено, является ли про-
странство риччи-плоским, Эйнштейновым, риччи-параллельным, локально-симметрическим, 
конформно-плоским. Полученные результаты могут найти применение в математике и физике, 
поскольку многие фундаментальные задачи в этих областях сводятся к изучению инвариантных 
объектов на однородных пространствах. 
Ключевые слова: пара Киллинга, группа преобразований, аффинная связность, форма Кил-
линга, тензор Риччи. 
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HOMOGENEOUS SPACES DETERMINED BY KILLING PAIRS 
The problem of establishing links between the curvature and the topological structure of a manifold is 
one of the important problems of geometry. In general, the purpose of the research of manifolds of various 
types is rather complicated. Therefore, it is natural to consider this problem in a narrower class of 
manifolds, for example, in the class of homogeneous manifolds. The article presents the results of research 
of three-dimensional homogeneous spaces locally defined by Killing pairs. The basic notions, such as an 
isotropically-faithful pair, a reductive space, a canonical decomposition, a symmetric space, an affine con-
nection, curvature and torsion tensors, Killing form, Killing pair are defined. The local study of homo-
geneous spaces is equivalent to the investigation of pairs consisting of Lie algebra and its subalgebra. For 
each homogeneous space, Killing forms, standard homogeneous pseudo-Riemannian metrics, Levi-
Chevita connections, curvature tensors, holonomy algebras, scalar curvatures, Ricci tensors are found; it is 
determined whether the space is Ricci-flat, Einstein, Ricci-parallel, locally symmetric, conformally flat. 
The results can find applications in mathematics and physics, since many fundamental problems in these 
fields are reduced to the study of invariant objects on homogeneous spaces. 
Key words:  Killing pair, transformation group, affine connection, Killing form, Ricci tensor. 
Введение. Форма Киллинга – симметричная 
билинейная форма на алгебре Ли, которая вве-
дена Э. Картаном (название «форма Киллинга» 
ввел А. Борель в честь Вильгельма Киллинга); 
имеет многочисленные приложения в матема-
тике и физике, например, в теории калибровоч-
ных полей на многообразиях отрицательная 
определенность формы Киллинга приводит к 
положительной определенности энергии ка-
либровочного поля, также с помощью формы 
Киллинга вводится лагранжиан для функцио-
нала действия Янга – Миллса на базе простран-
ства-времени. Локальное изучение однородных 
пространств равносильно изучению пар, со-
ставленных из алгебры Ли и ее подалгебры. 
Пара Киллинга – пара алгебр Ли с определен-
ными свойствами формы Киллинга. Однород-
ные пространства, локально определяемые па-
рами Киллинга, являются частным случаем 
пространств, названных П. К. Рашевским аф-
финно-однородными, и естественно-редуктивны 
в смысле Кобаяси и Номидзу [1]. В настоящей 
работе исследуются пары Киллинга и однород-
ные пространства, определяемые этими парами, 
в явном виде выписываются формы Киллин- 
га, стандартные однородные псевдоримановы 
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метрики, связности Леви-Чивита, тензоры кри-
визны, алгебры голономии, скалярные кривиз-
ны, тензоры Риччи, а также определяется, явля-
ется ли пространство риччи-плоским, Эйн-
штейновым, риччи-параллельным, локально-
симметрическим, конформно-плоским.  
Основные определения. Пусть M  – 
дифференцируемое многообразие, на котором 
транзитивно действует группа ,G  = xG G  – 
стабилизатор произвольной точки .x M∈  
Пусть g  – алгебра Ли группы Ли ,G  а g  – 
подалгебра, соответствующая подгруппе .G  
Пара ( gg, ) называется изотропно-точной, 
если точно изотропное представление .g  Там, 
где это не будет вызывать разночтения, будем 
отождествлять подпространство, дополнитель-
ное к g  в ,g  и фактор-пространство ggm /= . 
Если подгруппа G  связна, то однородное про-
странство /G G  редуктивно при существо-
вании разложения ,mgg +=  0;=∩mg  
,][ mmg, ⊂  а само разложение g = g +m  на-
зывается каноническим [1]. Если, кроме того,  
[m ,m ]⊂ g , то пара ( gg, ) локально задает 
симметрическое пространство / ,M G G=  в 
противном случае пространство не является 
симметрическим. Такое разложение определяет  
на однородном пространстве геодезически пол-
ную линейную связность с ковариантно посто-
янными тензорами кривизны и кручения. Об-
ратно, односвязное многообразие с полной  
линейной связностью, имеющей ковариантно-
постоянные тензоры кривизны и кручения, явля-
ется редуктивным однородным пространством 
относительно группы автоморфизмов этой связ-
ности ([2]). 
Аффинной связностью на паре ),( gg  
называется отображение )(: mglg→Λ  такое, 
что его ограничение на g  – изотропное 
представление подалгебры, а все отображение 
является g -инвариантным. Если пространство 
допускает инвариантную аффинную связность, 
то оно является изотропно-точным [1]. Редук-
тивные и симметрические пространства всегда 
допускают инвариантную аффинную связность. 
Тензор кручения )(12 mInvTT ∈  и тензор 
кривизны )(13 mInvTR∈  имеют вид  
[ ]









для всех ., g∈yx   
Пусть g  – алгебра Ли над полем R . 
Обозначив через tr  след эндоморфизма век-
торного пространства, рассмотрим билинейную 
форму  
( , ) = tr(ad ad ), , .K x y x y x y∈g  
Форма K  называется формой Киллинга 
алгебры g . Если форма Киллинга невырож-
дена, то она отрицательно определена. Алгебра 
Ли является полупростой тогда и только тогда, 
когда ее форма Киллинга K  невырождена. 
Пусть g  – полупростая алгебра Ли и g  – 
ее подалгебра. Пара ( g , g ) называется парой 
Киллинга, если в g  существует такое подпро-
странство m , что = +g g m  (прямая сумма 
подпространств) и ( , ) = 0K m g , где K  – форма 
Киллинга алгебры g  (т. e. m  и g  вполне ор-
тогональны относительно )K . В этом случае 
дополнительное подпространство m  определено 
однозначно и = { | ( , ) = 0}x K x∈m g g . В даль-
нейшем проекцию вектора или подпространства 
из g  на m  (соответственно, g ) будем обо-
значать индексом m  (соответственно, g ). 
Если g  – полупростая алгебра Ли, то пара  
( g , g ) является парой Киллинга тогда и только 
тогда, когда ограничение формы Киллинга K  
алгебры g  на ×g g  невырождено. 
Можно рассмотреть скалярное произве-
дение ( , ) = tr(ad ad )B x y x y−  алгебры g  и 
ортогональное разложение алгебры = ⊕g g m. 
Пара ( , )g g  редуктивна относительно данного 
разложения, т. е. = ⊕g g m  – прямая сумма, а 
ограничение скалярного произведения на m  
индуцирует -G инвариантную риманову мет-
рику на однородном пространстве / .G G
Связность Леви-Чивита инвариантной псевдо-
римановой метрики, индуцируемой ограниче-
нием формы Киллинга K  на ×m m, совпадает с 
естественной связностью без кручения 
редуктивного пространства M  [3]. Любая пара 
Киллинга является редуктивной парой, всякая 
симметрическая пара с полупростой g  являет-
ся парой Киллинга [4].  
Обозначим через Ric  тензор Риччи полу-
ченного однородного риманова многообразия. 
Тогда [5] 
Ric( , ) = (1/ 2) ( , ) ( / 4) tr ( ) ( )x y B x y R x R y+ λ  
для всех , ,x y∈m где ( ) : [ , ] ,R x z z x→ m  .z∈m  
На дополнении m  можно определить операцию 
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* = [ , ] .x y x y m  
Тогда ( ,*)m  – конечномерная алгебра над 
полем действительных чисел с тождествами, 
полученными из тождеств алгебры Ли g  при 
проекции на m. Таким образом, редуктивное 
дополнение m  наделяется структурой неассо-
циативной антикоммутативной алгебры с 
умножением «* ». Алгебра ( ,*)m  является 
простой, если 2 0≠m  и m  не содержит собст-
венных идеалов. Она связана с канонической 
связностью без кручения на / :G G  
( ) =1/ 2 * =1/ 2[ , ]x y x y x yΛ m   
для всех , .x y∈m  
Голономно неприводимые редуктивные 
пространства /G G  можно характеризовать в 
терминах алгебры ,m  например, если /G G  – 
односвязное псевдориманово пространство, то 
оно является голономно неприводимым отно-
сительно канонической связности без кручения 
тогда и только тогда, когда алгебра m  проста. 
Однородные пространства, определяе-
мые парами Киллинга. Будем описывать  
пару ),( gg  при помощи таблицы умноже- 
ния g  c базисом }...,,{ 1 nee , dim=n g  и по-
лагать, что g  порождается 1 3, ..., ne e − , а 
1 2 2 1 3{ , , }n n nu e u e u e− −= = =  – базис .m  Для ну-
мерации подалгебр используем запись . ,d n  для 
нумерации пар – . . ,d n m  здесь d  – размерность 
подалгебры; n  – номер подалгебры в ;)(3,Rgl  
m  – номер пары ),( gg  [6]. Будем описывать 
связность через образы базисных векторов 
1( ),uΛ  2( ),uΛ  3( ),uΛ  тензор кривизны R  – че-
рез 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  2 3( , ),R u u  а тензор кру-
чения T  – через 1 2( , ),T u u  1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u  
Теорема. Любое трехмерное однородное 
пространство, локально определяемое парой 
Киллинга, имеет следующий вид:  
Пара Таблица умножения 
3.4.2  e1 e2 e3 u1 u2 u3 
e1 0 e2 –e3 u1 0 –u3 
e2 –e2 0 e1 0 u1 u2 
e3 e3 –e1 0 u2 u3 0 
u1 –u1 0 –u2 0 e2 –e1 
u2 0 –u1 –u3 –e2 0 –e3 
u3 u3 –u2 0 e1 e3 0 
       
 
3.4.3.  e1 e2 e3 u1 u2 u3 
e1 0 e2 –e3 u1 0 –u3 
e2 –e2 0 e1 0 u1 u2 
e3 e3 –e1 0 u2 u3 0 
u1 –u1 0 –u2 0 –e2 e1 
u2 0 –u1 –u3 e2 0 e3 
u3 u3 –u2 0 –e1 –e3 0 
       
 
3.5.2  e1 e2 e3 u1 u2 u3 
e1 0 e3 –e2 –u3 0 u1 
e2 –e3 0 e1 –u2 u1 0 
e3 e2 –e1 0 0 –u3 u2 
u1 u3 u2 0 0 e2 e1 
u2 0 –u1 u3 –e2 0 e3 
u3 –u1 0 –u2 –e1 –e3 0 
       
3.5.3  e1 e2 e3 u1 u2 u3 
e1 0 e3 –e2 –u3 0 u1 
e2 –e3 0 e1 –u2 u1 0 
e3 e2 –e1 0 0 –u3 u2 
u1 u3 u2 0 0 –e2 –e1 
u2 0 –u1 u3 e2 0 –e3 
u3 –u1 0 –u2 e1 e3 0 
Действительно, выбирая из всех трехмер-
ных изотропно-точных однородных про-
странств [6] те, у которых алгебра g  полупро-
ста, получаем, что либо g  имеет вид 3.4.2, 
3.4.3, 3.5.2, 3.5.3 (см. формулировку теоремы), 
либо радикал g  двумерен (т. е. g  не является 
полупростой, причем ( , ) 0K ≠m g ), либо g  яв-
ляется разрешимой (более того, такие пары не 
допускают аффинных связностей, все эти пары 
не являются редуктивными и ( , ) 0K ≠m g ). Та-
ким образом, пара является парой Киллинга 
только в случаях, приведенных в теореме. Все 
пары, приведенные в теореме, являются редук-
тивными (более того, симметрическими), а 
( , ) = 0.K m g  
Рассмотрим, например, случай 3.4.2. Тогда 
g  и g  полупросты, форма Киллинга имеет вид 
4 0 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 4 0 0 0 0
= ,
0 0 0 0 0 4
0 0 0 0 4 0









⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠  
а ограничение формы Киллинга на подалгебру – 
0 0 4





⎜ ⎟−⎝ ⎠  
Получаем, что стандартная однородная 
псевдориманова метрика  
0 0 4






⎝ ⎠  
Риманова (псевдориманова) связность, соот-
ветствующая форме ,B  находится из соотношения  
12 Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå ïàðàìè Êèëëèíãà 
Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 1   2019 
1( ) = [ , ] ( , );
2
2 ( ( , ), ) = ( ,[ , ] ) ([ , ] , )
x y x y u x y




m m  
для всех , , .x y z∈m  Существует единственная 
риманова связность без кручения, называемая 
связностью Леви-Чивита. В данном случае 
связность Леви-Чивита нулевая, а тензор 
кривизны [ ] [ ]( )yxyxyxR ,)(),(=),( Λ−ΛΛmm  – 
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 , 0 0 0 , 1 0 0 ,
0 0 0 0 0 1 0 1 0
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
тензор кручения  
[ ]mmmmm yxxyyxyxT ,)()(=),( −Λ−Λ  
нулевой. 
Одной из важнейших характеристик 
связности является группа голономии. Алгебра 
Ли *h  группы голономии инвариантной 
связности )(3,: Rglg→Λ  на паре ),( gg  – это 
подалгебра алгебры Ли )(3, Rgl  вида 
,]]),([),([]),([ …+ΛΛ+Λ+ VVV ggg  где V  – 
подпространство, порожденное множеством  
}.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx  
В случае 3.4.2 алгебра голономии *h  имеет вид 
2 1






s s s s s
s s
⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎭⎩
R .
 
Тензор Риччи определяется через тензор 
кривизны следующим образом:  
Ric( , ) = tr{ ( , ) },x y z R z x y→  
где x, y, z – произвольные касательные вектора 
на многообразии, в рассматриваемом случае 
0 0 2





⎝ ⎠  
С тензором Риччи связано несколько 
геометрических свойств многообразия. Много-
образие называется риччи-плоским, если тензор 
Риччи тождественно равен нулю. Более общее 
условие – многообразие является Эйнштейно-
вым, если Ric = λB  для некоторой константы λ. 
Условие риччи-параллельности – ковариант-
ная производная тензора Риччи равна нулю. 
Если ковариантная производная тензора 
кривизны равна нулю, т. е. ( ) = 0Λ R , много-
образие называется локально симметрическим. 
Тензор Коттона (тензор Схоутена – Вейля) 
задается как тензор 3-го ранга, определяемый с 
помощью метрики:  
( )
( , , ) = Ric( , ) Ric( , )







C x y z x y x z
RB x z RB x y
n
 
где , , ,x y z∈m  а R – скалярная кривизна. 
Равенство нулю тензора Коттона в размернос-
ти = 3n  является необходимым и достаточным 
условием того, что многообразие является 
конформно-плоским. 
Пространство 3.4.2 не является риччи-плос-
ким (так как тензор Риччи не равен нулю), оно 
является Эйнштейновым (поскольку Ric = λB  
при λ = 1/2), риччи-параллельным (так как кова-
риантная производная тензора Риччи равна нулю), 
локально-симметрическим (поскольку ( ) = 0),Λ R  
конформно-плоским (так как тензор Коттона ра-
вен нулю), а скалярная кривизна R = 3/2. 
Рассмотрим теперь случай 3.4.3. Форма 
Киллинга имеет вид 
4 0 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 4 0 0 0 0
= ,
0 0 0 0 0 4
0 0 0 0 4 0










⎝ ⎠  
g  и g  полупросты, а ограничение формы 
Киллинга на подалгебру –  
0 0 4





⎝ ⎠  
Стандартная однородная псевдориманова 
метрика примет вид 
0 0 4






⎜ ⎟−⎝ ⎠  
тогда связность Леви-Чивита нулевая, а тензор 
кривизны  
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 , 0 0 0 , 1 0 0 ,
0 0 0 0 0 1 0 1 0
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
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тензор кручения нулевой. Алгебра голономии 
*h  имеет вид 
2 1






s s s s s
s s
⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎭⎩
R ,
 
а тензор Риччи – 
0 0 2





⎜ ⎟−⎝ ⎠  
Пространство не является Риччи-плоским 
(так как тензор Риччи не равен нулю), оно 
является Эйнштейновым (поскольку Ric = λB  
при λ = 1/2), риччи-параллельным (так как кова-
риантная производная тензора Риччи равна 
нулю), локально-симметрическим ( ( ) = 0Λ R ), 
конформно-плоским (так как тензор Коттона 
равен нулю), а R = 3/2. 
В случае 3.5.2 g  и g  полупросты, форма 
Киллинга – 
4 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
= ,
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 4 0









⎝ ⎠  
а ограничение формы Киллинга на подалгебру – 
4 0 0






⎝ ⎠  
стандартная однородная псевдориманова мет-
рика имеет вид 
4 0 0





⎜ ⎟−⎝ ⎠  
тогда связность Леви-Чивита нулевая, а тензор 
кривизны – 
0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1 ,
0 0 0 1 0 0 0 1 0
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
тензор кручения нулевой. Алгебра голономии – 
1 2






s s s s s
s s
⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟− ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎭⎩
R ,
 
а тензор Риччи – 
2 0 0




⎜ ⎟−⎝ ⎠  
Пространство не является риччи-плоским, 
оно является Эйнштейновым (при λ = 1/2), 
риччи-параллельным, локально-симметрическим, 
конформно-плоским, а R = 3/2. 
Для случая 3.5.3 g  и g  полупросты, форма 
Киллинга – 
4 0 0 0 0 0
0 4 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
= ,
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 4 0








⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠  
а ее ограничение на подалгебру – 
4 0 0




⎜ ⎟−⎝ ⎠  
тогда стандартная однородная псевдориманова 
метрика – 
4 0 0







⎝ ⎠  
связность Леви-Чивита нулевая, тензор кри-
визны – 
0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1 ,
0 0 0 1 0 0 0 1 0
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
тензор кручения нулевой. 
Алгебра голономии  
1 2






s s s s s
s s
⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟− ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎭⎩
R .
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2 0 0






⎝ ⎠  
пространство не является риччи-плоским, оно 
является Эйнштейновым (λ = 1/2), риччи-парал-
лельным, локально-симметрическим, конформно-
плоским (R = 3/2). 
Заключение. Описаны трехмерные одно-
родные пространства, локально определяемые 
парами Киллинга. Для каждого однородного 
пространства найдены в явном виде формы 
Киллинга, их ограничение на подалгебру, выпи-
саны стандартные однородные псевдоримановы 
метрики, связности Леви-Чивита, тензоры кри-
визны, алгебры голономии, скалярные кривиз-
ны, тензоры Риччи, определено, является ли 
пространство риччи-плоским, Эйнштейновым, 
риччи-параллельным, локально-симметрическим, 
конформно-плоским. Полученные результаты 
могут найти применение в математике и физике, 
поскольку многие фундаментальные задачи в 
этих областях сводятся к изучению инвариант-
ных объектов на однородных пространствах. 
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